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TIIVISTELMA: Keskeiseni piirteeni valuuttaoptioiden hinnoittelumallien kehityksessd on
ollut pyrkimys korkoriskin tismilliseen huomioonottamiseen mallissa. Seuraavassa tarkas-
tellaan valuuttaoptioiden tunnetuimpia hinnoittelumalleja tistd ndkokulmasta.

Valuuttaoption hinnan méidrittelevd yksinkertainen perusmalli pohjautuu oletukselle, ettd
seki koti- ettd ulkomainen korko ovat vakioita. Option hintaan vaikuttaa siten vain yksi
stokastinen muuttuja, valuuttakurssi. Tédssd ympiristossd option hinta saadaan ratkaistua
soveltamalla Black-Scholes hinnoitteluyhtdlod johdettuna osinkoa tuottavalle vaateelle.
Option hinnan taustalla oleva volatiliteetti on pelkistidn valuuttakurssin muutoksesta aiheu-
tuvaa.

Seuraavaksi tuodaan mahdollisimman yksinkertaisella tavalla valuuttaoptioiden analyysiin
mukaan korkojen epivarmuus olettamalla koti- ja ulkomaisten velkakirjojen hintaprosessin
noudattavan stokastista Brownin liikettd valuuttakurssin ohella. Option hintaan vaikuttavat
koti- ja ulkomaisten korkojen varianssit ja niiden viliset kovarianssitermit valuuttakurssin
varianssin ohella.

Kolmantena vaihtochtona kisitellddn lihestymistapaa, jossa sekd koti- ettd ulkomaisten
korkojen aikarakenne sekd korkojen ja valuuttakurssien vilinen riippuvuus ootetaan huomi-
oon. Tuloksena saadaan realistisempi, mutta samalla monimutkaisempi malli, jonka sovel-
taminen kidytinnossd edellyttid korkojen aikarakenteen kehitysti kuvaavien prosessien
parametrien estimointia.

ASIASANAT: Valuuttaoptiot, korkoepdvarmuus, korkorakenne
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1. JOHDANTO

Valuuttaoption teoreettisen hinnan johtamisessa l&hdetd&dn
tavallisesti Blackin ja Scholesin (1973) esittdmdsta
perusldhtbdkohdasta, joka rakentuu ajatukselle, etta
optioiden avulla voidaan muodostaa riskitdn portfolio.

Jos option kohteena olevaa valuuttaa ja asetettuja osto-
optioita yhdistet&sn sopivassa suhteessa, saadaan positio,
jonka arvoon valuutan arvon pienet muutokset eivéat
vaikuta. Koska t#llaiseen positioon sijoitettu raha ei ole
riskialtis, position tulisi tuottaa riskittdmdn koron
verran. Riippuen siitd, mit& option kohteena olevan
arvopaperin muutoksista oletetaan, option hinta saadaan

laskettua eri menetelmin.

Yksinkertaisin olettamus on, ettd kurssi muuttuu
ainoastaan kerran ajanjakson aikana ja ettd muutos on
joko alaspidin tai ylOspdin tietyn prosentin verran. Tamé
formulointi johtaa ns. binomiaalimalliin (Cox, Ross ja
Rubinstein, 1979). Jos kohteena olevan arvopaperin hinnan
muutosten oletetaan seuraavan log-normaalijakaumaa,
p&sadyt&idn Blackin ja Scholesin (1973) johtamaan malliin.

Periaatteessa on myts mahdollista johtaa optio-
hinnoittelumalli mille tahansa oletetulle kohteen
muutosten jakaumalle edellyttden, ettd jakauma
mahdollistaa riskin eliminoimisen. Mik&li riskin
tdydellinen eliminointi ei onnistu, systemaattisen riskin
eliminointi useimmiten onnistuu. Jos kohteen hinnan
muutosten oletetaan seuraavan jotakin monimutkaisempaa
jakaumaa, numeeristen menetelmien k&yttd on kuitenkin
usein vilttidmattdmyys, jotta option hinta saataisiin

laskettua.

Keskeisensd piirteensd valuuttaoptioiden hinnoittelumallien
kehityksessd on ollut pyrkimys korkoriskin tdsmdlliseen
huomioonottamiseen mallissa. Seuraavassa tarkastellaan
valuuttaoptioiden tunnetuimpia hinnoittelumalleja té&sta

ndkékulmasta.
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Black-Scholes-mallin pohjalta johdetaan ensinndkin
hinnoittelumalli, jossa sekd kotimainen ettd ulkomainen
korko oletetaan vakioksi. Kun korko oletetaan
positiiviseksi, investoija pit&4 vieraassa valuutassa
olevat saatavat korkoatuottavissa papereissa. Saamiset
vieraassa valuutassa voidaan siten rinnastaa
finanssivaateeseen, joka tuottaa jatkuva-aikaista osinkoa.
Jatkuva-aikaisen osingon mallin on esitté@nyt yleilsessa
muodossa Merton (1973) ja esimerkiksi Biger ja Hull

(1983) sekd Garman ja Kohlhagen (1983) nojaavat t&hdn

argumenttiin.

Seuraavana esitetddn valuuttaoptioiden hinnoittelumalli,
joka jo perustuu oletukseen, ettd korot ovat stokastisia.
Lihestymistapa pohjautuu Mertonin (1973) stokastisen
koron malliin. Feiger ja Jacquillat (1979) yrittivat
ensimmdisend soveltaa tdtd ldhestymistapaa valuutta-
optioiden hinnoitteluun, mutta eivdt saaneet viela
ratkaistua hinnoitteluyhtdl®d. Grabben (1983) sovellus,
joka pohjautuu Feigerin ja Jacquillatin tydhon, sis&dlt&a
sen sijaan suljetun muodon ratkaisun eurooppalaisen
valuuttaoption hinnoittelemiseksi.

Ndiden perusmallien pohjalta on valuuttaoptioiden
teoreettista hinnanmuodostusta kehitetty aktiivisesti.
Erityisesti korkojen aikarakenteen sekd korkojen ja
valuuttakurssien vidlisen riippuvuuden huomioon ottaminen
on saanut osakseen kasvavaa kiinnostusta. Aminin ja
Jarrowin (1989) mallissa, jossa sovelletaan Heathin,
Jarrowin ja Mortonin (1989) esitt&md&d korkojen
aikarakenne-dynamiikkaa valuuttaoptioiden hinnoitteluun,
ndmd tekijdt on otettu huomioon.
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2. OPTIOHINNOITTELUN PERUSMALLI

Yleisin osakeoptioiden hinnoittelun perusmalli on Black-

Scholes malli vuodelta 1973. Kdytetddn seuraavia

merkintdja:

c(S,t) =Eurooppalaisen call-option hinta
p(sS, t) =Euroooppalainen put-option hinta
S =osakkeen kurssi

X =option sopimushinta

t =nykyinen aika

T =option toteutusaika

r =riskitdn korko

o =osakkeen hinnan keskihajonta
] =osakkeen odotettu tuotto

N(.) =kumulatiivinen normaalijakauma

Oletetaan, ettd markkinoilla ei ole rajoituksia, riskitdn
korko on vakio ja osakkeen hinta noudattaa log-normaalia
diffuusio-prosessia

(2.1 ) dSt/St . ].ldt + odz

jossa dt on ajan muutos ja dz=Wiener-prosessi.

Eurooppalaisen osto-option hinta téss8 ympdristdssa

saadaan ratkaistuksi kaavasta

(2.2) c = SN(d;) - Xe T(T"Y)xn(a,)
jossa
4 _1n (S/X) + (r + 0*/2)(T-t)
. o/T-t
d, - d; - o/T-t

Put - call-pariteetin avulla saadaan vastaavasti

ratkaistuksi eurooppalaisen myyntioption hinta, joka on

-r(T-t)

(2.3) p = Xe N(-dz) - SN(—dl)



Mallin mukaisesti eurooppalaisen osto-option arvo on
osakkeen hinnan ja diskontatun toteutushinnan v&linen
erotus otettuna huomioon se epdvarmuus, joka vallitsee

osakkeen kurssista option er&éntymispaivéna.l

Tarkastellaan seuraavaksi yhtdlén (2.2)
osittaisderivaattoja. Tdrkein on 'hegde ratio' eli option

hinnan muutos osakekurssin muuttuessa (ns.delta).

éc
(2.4) 58 = N(dl) > 0
Kun osakkeen kurssi nousee, option arvo nousee.

(2.5) &8 - - e "T(T-®iyaq,) <0

Kun toteutushinta nousee, option arvo laskee.

(2.6) 22 - s/r-t N'(dp) > 0

Kun volatiliteetti lisdaéntyy, option arvo nousee.

(2.7) g% = X(T-t)e

“T(T-%)y(a,) > 0

Kun korko nousee, option arvo nousee.

5c -r(T-t)
(2.8) &€ = - rxe N(d, ) -SN'(d;) ¢ < O
ot 2/T-t

Ajan suhteen muutos on negatiivinen. Kun t Kkasvaa,
option jdljellda oleva aika lyhenee, ja ceteris

paribus, optio tulee vdhemmdn arvokkaaksi.

1 Keskeinen tekijd yhtdldén taustalla on, ettd sekd
johdannaisvaateen ettd itse osakkeen hintaan vaikuttaa
sama epdvarmuuden ldhde, joten ne korreloivat kesken&din
tdydellisesti hyvin lyhyelld aikavdlills. Siten muutosta
toisessa vaateessa vastaa tdydellisesti muutos toisessa
ja koko portfolion arvo on tunnettu varmuudella t&m&n
lyhyen periodin lopussa. T&l116in sijoittajan
riskipreferenssit eivadt vaikuta portfolion
tuottovaatimukseen. Osakkeen odotettu tuotto p, johon
sisdltyy riskilisd, supistuu pois hintayht&l&sta.
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Valuuttaoptioden hinnoitteluun liittyy tiettyja
erityispiirteitd verrattuna perinteisten osakeoptioiden
hinnoitteluun. Sovellettaessa Black - Scholes mallia on

otettava huomioon mm. seuraavat asiat:

1. Black-Scholes mallissa oletetaan, ettd option hintaan
vaikuttaa ainoastaan kotimainen riskitén korko.
Valuuttaoption hintaan, joka mddrdytyy vaihtoehtoisesta
koti- tai ulkomaisesta sijoituksesta, wvaikuttaa sen

sijaan molempien maiden korko.

2. Black-Scholes mallin perusmuodossa oletetaan, etta
osakkeelle ei makseta osinkoa option elinaikana.
Valuuttaoption ollessa kyseessd investoija pitd&8 vieraassa
valuutassa olevat saamiset korkoatuottavissa
arvopapereissa. Ndmd voidaan kuitenkin rinnastaa
osakkeeseen, joka tuottaa jatkuva-aikaista osinkoa.

3. Valuuttaoptioiden yhteydessd myds oletus korkojen
vakioisuudesta (ja riippumattomuudesta) on kriittinen.
Black-Scoles malli olettaa, ettd option hintaan vaikuttaa
vain yksi stokastinen tekij&d. Korkojen ep&varmuuden

salliminen tuo malliin mukaan uusia piirteita.

4. Black-Scholes malli on kehitetty vain eurooppalaisten
optioiden hinnoitteluun. Ongelmaksi j&& amerikkalais-
tyyppisen option hinnoittelu siind tapauksessa, etta

option lunastaminen ennen p&dttymispdivdd on kannattavaa.

3. GARMANIN JA KOHLHAGENIN MALLI

Valuuttaoptioiden hinnoittelun kannalta uraauurtavan

paperin julkaisivat Garman ja Kohlhagenin wvuonna 1983.2

2 samanaikaiseti ilmestyivédt myds Biger-Hullin (1983)
valuuttaoptioiden hinnoittelua k&sittelevd artikkeli ja
Giddyn (1983) survey valuuttaoptioista. Aikaisemmin
Feiger-Jacquillat (1979) olivat kdsitelleet
valuuttaoptioiden hinnoittelua.
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He esittivdt eurooppalais-tyyppisen valuuttaoption
hinnoittelumallin, joka perustuu Black-Scholes (1973)
malliin. Black-Scholes mallista tullaan Garman-Kohlhagen
malliin, kun oivalletaan, ettd valuutan t&m&n hetkinen
arvo ei yleensd ole sama kuin sen arvo erddntymisp&ivéna

nykyhetkeen diskontattuna, kuten osakkeen tapauksessa.

Vastaavasti kuten Black-Scholes mallissa oletetaan, ettéad
option kohteena oleva instrumentti, téssd yhteydessa
valuutan spot-kurssi (S), noudattaa log-normaalia

diffuusioprosessia:
(3.1) dS¢/S¢=pdt + odz,
jossa t on aika, dt ajan muutos ja dz on Wiener-prosessi.

Oletetaan lis#dksi, ettd ainoa stokastinen muuttuja, joka
vaikuttaa option hintaan, on valuuttakurssi S.
Markkinoilla ei ole rajoituksia ja sek& ulkomainen (rgf)

ettd kotimainen korko (rg) ovat vakioita.3

Jos valuutan vaihto tapahtuu t&ndé&n, vaihdettu summa
kasvaa ulkomaisen koron mukaan pddttymisp8ivd8n saakka.
Jos valuutta vaihdetaan vasta option p&&ttymispdivana,
tdmd korkotulo j&4 saamatta. Padttymispdivén valuutan arvo
diskontattuna nykyhetkeen on siis pienempi kuin wvaluutan
spot-arvo. G&K:n malli saadaan yksinkertaisesti
vidhentdmidllad menetetty korkotuotto valuutan spot-arvosta
eli S (osakkeen hinta kaavassa 2.2) korvataan

Se'rf(T‘t):lla, ja lopputulos on:

-rg(T-t) -rg(T-t)
(3.2) c = Se N(d;) - Xe N(d,)

jossa In(S/X) + (rg-rg+o2/2)(T-t)

o/T-t

d1= ja

dp= d; - o/T-t

3 Liitteess3d on esitetty tédydellinen luettelo
kdytetyistd symboleista.
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Garman-Kohlhagenin tulos voidaan n&hdd analogisena
Mertonin (1973) esitté&mdn jatkuva-aikaisen osingon
tapauksen kanssa. Ulkomaisen valuutan omistaja saa
"osinkotuloa" vieraassa valuutassa, joka on yhtd suuri

kuin riskitén ulkomainen korko rg.

Yht&dloén (3.2) komparatiivis-staattinen tarkastelun
tulokset vastaavat Black-Scholes mallin tuloksia.
'Hedge ratio' eli valuuttakurssin muutoksen vaikutus

option hintaan on:

-rf(T—t)
&c
(3.3)

]
o

N(djp) > 0
8S

Kun valuuttakurssi nousee (kotimaan rahassa ilmaistuna),
option arvo nousee.

Uutena vaikutuksena saadaan ulkomaisen koron muutoksen

vaikutus option hintaan, joka on negatiivinen:

-rf(T-t)

(3.4) = =~ (T-t)e SN(dj) <0

Lis#ksi option j&ljelld olevan voimassaoloajan vaikutus
tulee monimutkaisemmaksi, koska se vaikuttaa sekd
molempien korkotekijodiden ettd epdvarmuustekijdn kautta:

-r£(T-t) -rg(T-t) -rg(T-t)
&c
(3.5) ___= -rge SN(d;) + rge XN(djp)+ e oXN'(djy)
5(T-t)
2/T

Aikatekijdn etumerkki riippuu paitsi korkojen
suhteellisesta tasosta my®s siitd, kuinka "in the money"

optio on, eli S:n arvosta verrattuna X:&d&n.

Koska negatiivinen aikaderivaatta on mahdollinen

eurooppalaisen osto-option tapauksessa, voimme p&&dtelld,
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ettd amerikkalaisen osto-option antama lunastusoikeus
ennen pdidttymispdivdd voi nostaa option hintaa verrattuna
vastaavaan eurooppalaiseen osto-optioon. T&ten
eurooppalaisen call-option hinnoittelukaava ei
sellaisenaan sovellu amerikkalaiseen valuuttaoptioon.

Hinnoittelukaavaa (3.2) voidaan my®s soveltaa k&ytt&m&lla
spot-kurssin sijasta valuutan termiinikurssia4, joka

misiritelldsn katetun korkopariteetin avulla eli

(3.6) F = ge(Ta-Te)(T-t)

T411l6in yhtdld (3.2) yksinkertaistuu seuraavasti:

-rd(T—t)
(3.7) C = e [FN(dq) - XN(dj)]
jossa d, = In(F/X) + (c2/2)(T~-t)
o/T-t
do= d;y - o/T-t

Termiinikurssin muutoksen vaikutus option hintaan
positiivinen eli:
-rd(T—t)
(3.8) 6c = e N(dq) > 0
SF
Muut etumerkit vastaavat aiempia tuloksia lukuunottamatta
kotimaisen koron vaikutusta, joka on negatiivinen:
5c —rd(T—t)
(3.9 —3;d= ~-e (T-t)[FN(dq) - XN(dy)] = -(T-t)C <O

Kotimaisen koron nousu vaikuttaa option arvoa alentavasti,

kun termiinikurssi pysyy vakiona.

Option j&ljelld olevan ajan suhteen tulos on vastaava
kuin edelld, eli etumerkki on mddrittelemdtdn.

4Garman—Kohlhagen mallin yhteydet Blackin (1976)
hytdykeoptio-malliin ovat ldheiset, kun se johdetaan
termiinikurssien kautta.



4. GRABBEN MALLI

Garman-Kohlhagenin (1983) mallin ndkyvimpi#d puutteita on
oletus, ettd koti- ja ulkomainen korko pysyvdt vakioina.
Erdan ratkaisun tarjoaa Grabben vuonna 1983
riippumattomasti Garman-Kohlhagenin mallista kehitt&ama
malli. T&ssd mallissa keskeisend tekijdnd ratkaistaessa
option arvoa on koti- ja ulkomaisiin velkakirjojen
hintoihin sisdltyvén epdvarmuuden salliminen yhdesséa
valuuttakurssin stokastisuuden kanssa. Grabben malli
lihtee siitsd, ettd sekd koti- ettd ulkomainen korko ovat
stokastisia. Ratkaisussa sovelletaan Mertonin (1973)

stokastisen koron mallia.

Oletetaan, ettd valuuttakurssi ja velkakirjojen hinnat

noudattavat seuraavia stokastisia prosesseja:

(4.1 a) dSi/S¢ = pg(t)dt + og(t)dz
(4.1 b) de/Pf = }.lpf(t,T)dt + O'Pf(t,T)dY
(4.1 c) de/Pd = de(t,T)dt + Opd(t,T)dx

jossa Py ja Pg ovat koti- ja ulkomaisten velkakirjojen
hinta hetkelld t, kun niiden maturiteetti ulottuu hetkeen
T, (t=T-t), dz, dy ja dx ovat standardoituja Wiener-

prosesseja.

Muodostetaan uudet muuttujat dG ja dw edellisten
perusteella. G(t,T) on ulkomaisen velkakirjan hinta
kotimaan rahassa ja dw Wiener-prosessi. G:n dynamiikka on
(4.2):

dG/G=d(SP¢)/SPg =(ug + pps + rSPfoSopf)dt + ogdz + opgdy
= pgdt + ogdw

Grabbe osoittaa, ettd on mahdollista muodostaa

lokaalisesti riskitdn portfolio (ei k&dyt& varallisuutta

eikd sisdlld stokastisia komponentteja), joka koostuu
koti- ja ulkomaisista joukkovelkakirjoista sekéd
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optioista. Tasapainotilanteessa portfolion tuotto on

nolla. Eurooppalaisen option hinta saadaan ratkaistua

seuraavasti:
(4.3) c = S(t)Pe(t,T)N(dy) - XPg(t,T)N(dy)
jossa
In(SPg/XPg) + (02/2)(T-t)
dp=
o/T-t
d, = d;, - o/T-t

T
°2=IO % [02g(t+T-u,u)+02pq(t+T-u,u)-2rgpg(t+t-u,u)ozopgldu

Soveltamalla termiinikurssin mddritelmda

S(t)Pg(t,T) = F(t,T)Pg(t,T), saadaan (vrt.3.6)

(4.4) c = Pg(t,T) [F(t,T)N(d;) - XN(dp)l
jossa In(F/X) + (02/2)(T-t)
d;=
o/T-t
dp= d; - o/T-t
T
o2= 1 op?2(t+t-u,u) du
|3

jossa op2(t,T) on hetkellinen varianssi termiinikurssin
muutoksesta (dF(t,T)/F) laskettuna. Yht&ldén (4.4) o2 on
sama kuin 02 yht&dlé6ssd (4.3). Olennainen ero Garman-
Kohlhagenin malliin tulee esiin siind, ettd Grabben
mallissa valuuttaoption hintaan vaikuttava volatiliteetti
ei ole pelkdstdan valuuttakurssin muutoksesta aiheutuva
vaan siihen vaikuttavat myts koti- ja ulkomaisten
velkakirjojen hintojen (o2pg ja 02g) varianssit sekd

niiden vdlinen korrelaatio (rgpg). Jos korot oletettaisiin
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vakioiksi, pddstdisiin yhtdldstd (4.4) tdsméllisesti
Garman - Kohlhagenin yht&l&6n (3.7)5.

Osittaisderivaattojen etumerkkitarkasteltu tuottaa
odotetun kaltaiset tulokset eli
c=f(SIPdIPfIxIOIF't)

+ - + - + + 2
Kuten G&K:n mallissa, option elinajan suhteen etumerkki
jdd midrittelemdttdméksi. Amerikkalaisen call-option
ollessa kyseessd Grabbe osoittaa, ettd sen arvo tietyin
varauksin (positiivisilla koroilla) on suurempi Kkuin
eurooppalaisen option. Riittdvdan korkealla

valuuttakurssin arvolla suhteessa toteutushintaan,
amerikkalainen optio tulee lunastetuksi ennen er&pdivii.

5. AMININ JA JARROWIN MALLI
5.1 Taustaa

Grabben mallin puutteena on, ettd sen oletukset eivéat
ollenkaan takaa sitd, ettd velkakirjan hinta konvergoi
arvoon yksi erddntymishetkelld, jolloin negatiivinen
termiinikorko tulee mahdolliseksi. Tédmd on sindnsd yleinen
ongelma, jos Black-Scholes mallia sovelletaan mekaanisesti
velkakirjojen kurssista johdettaviin optioihin. (Ks.
Berglund ja Gripenberg, 1989). Toinen puute mallissa on,
ettd se ei ota huomioon korkoihin sisdltyv&a
aikarakennetta. Kuitenkin t&mdn hetken korkorakenne

antaa tietoa korkotason odotetuista muutoksista.

Keskeiseksi teemaksi valuuttaoptioiden hinnoittelussa

onkin viimeaikaisessa keskustelussa noussut korkojen

5 Jos korot ovat vakioita, voidaan kirjoittaa
—I‘dT -rfT
Pg=e ja Pg=e ja sijoittamalla ndmd

termiinikurssiyht&l86én, saadaan F= Se(Td-Tf) e1j
tédsméllisest sama tulos kuin Garman-Kohlhagen-mallista.
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aikarakenteen huomioon ottaminen optioiden
hinnoittelussa. Ratkaisun sovellettuna eurooppalaisiin
valuuttaoptioihin ovat esittdneet Amin ja Jarrow (1989).
He kayttdvat yleistd johdannaisvaateisiin luotua term
structure-mallia (Heath, Jarrow ja Morton, 1988), joka
pohjautuu Hon ja Leen (1986) esitté@mdlle periaatteelle,
ettd velkakirjojen hintadynamiikan pitdisi olla sellaista,
ettd se el salli arbitraasivoittojen syntymista.

5.2 Kotimainen korkostruktuuri

Kun Grabben mallissa l&hdettiin korkoinstrumenttien
hinnoista, Aminin ja Jarrowin malli l1l&htee korkorakenteen
dynamiikan mallittamisesta. Korkorakenne mddritellé&an
hetkellisen termiinikoron (f3) kautta. Oletetaan, etta
kotimainen termiinikorko noudattaa seuraavaa stokastista

differentiaaliyht&léa:

2
(5.1) dfg(t,T)=agq(t,T,w)dt+Eogs(t, T, £5(t,T))dW;(t)
i=1

Olennaista on, ettd kaksi samaa satunnaista shokkia

(AW (t), dwp(t)) siirtévat kotimaista termiinikorkoa yli
ajan. Termiinikoron reaktioherkkyyden shokkeihin kertovat
0g1 ja 0g2. Shokit voidaan tulkita esimerkiksi
lyhytaikaiseksi ja pitkdaikaiseksi tekijdksi, jotka

vaikuttavat korkorakenteeseen.

Kotimaisen joukkovelkakirjalainan hintadynamiikka voidaan
nyt ilmaista kotimaisen termiinikoron avulla, jolloin
saadaan: (vrt. Grabben malli 4.1 b)
2

(5.2) de(t,T)/Pd = rd(t)+bd(t,T) I=§adi(t’T)dWi(t)
jossa

P.(t,T) =exp [ - [* £.(t,T) du ]

d t d

rd(t) = fd(t,t) = kotimainen hetkellinen
riskitdn korko
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ja
ag; (£,T) = - IT 0q4(t,u, £4(t,u))du, i=1,2
t
2
bg(t,T) = - J ad(t u,w)du + 1/2 E[I odl(t u, £4(t,u))dul 2
t

agi:n ja bg:n mddritelmét takaavat sen, ettd joukkovelka-
kirjan hinta konvergoi arvoon yksi er&@&ntymishetkella.
Grabben mallin epédrealistinen korkoinstrumenttien
hintadynamiikka on saanut vdistyd realistisemman, mutta
selvidsti monimutkaisemman dynamiikan tieltd. Yht&ldsté
(5.2) havaitaan, ettd joukkovelkakirjan hinnan dynamiikka
riippuu stokastisista Brownin liikkeist& kumulatiivisen
termiinikoron drift-tekij&n kautta eikd sitd voida
ilmaista pelk#dst&dn Wjp:n ja Wy:n nykyisten arvojen
funktiona kuten Grabben yht#l&ss# (4.1) tehd&&n.©

5.3 Ulkomainen korkostruktuuri

Analogisesti kotimaisen termiinikoron tapauksen kanssa
oletetaan, ettd ulkomainen termiinikorko noudattaa
stokastistista differentiaaliyht&loa:

3

(5.3) df (t T)= e (t,T,w)dt + Zo .(t,T,ff(t,T)dWi(t)
i=2

6pitksaikaisen sijoitusvaihtoehdon lis&ksi Amin ja
Jarrow tarvitsevat optioita hinnoitellessaan lyhytaikaisen
rahamarkkinainstrumentin, jonka hinta m&&ritelld&n
seuraavasti:
t

Bg = exp [I rq(u)du]

0
Tam& vastaa investointistrategiaa, jossa varat
sijoitetaan koko ajan uudelleen riskittSm&lla korolla rgj.
Option hintaa johtaessaan Amin ja Jarrow kdyttadvat
suhteellisia hintoja, jotka ilmaistaan suhteessa
Bd then.
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Kuten edelld voidaan nyt johtaa lauseke ulkomaisen
velkakirjan hinnan dynamiikalle dPg(t,T). Verrattaessa
lauseketta (5.3) lausekkeeseen (5.2) kdy ilmi, etta
kolmesta Brownin liikkeestd Wj(t), 1=1,2,3 ensimmdinen
vaikuttaa vain kotimaiseen korkoon, toinen vaikuttaa
sekd koti- ettd ulkomaiseen korkoon ja kolmas vaikuttaa
ainoastaan ulkomaiseen korkoon. Yhteinen satunnaistekija
Wo(t) tavoittaa maiden vdlisten korkojen keskendisen

korrelaation.7
5.4 Talouksien vdlinen linkki

Talouksien vdlinen 1linkki on valuutan spot-kurssi.
Oletetaan, ettd se noudattaa seuraavaa stokastista
differentiaaliyhtdloa:

4

(5.4) ds(t)/s(t) = p(t)dt + £ &

(t)dWi(t)
i=1

di

Valuuttakurssin dynamiikka riippuu niistd kolmesta samasta
Brownin liikkeestd, jotka vaikuttavat koti- ja
ulkomaisiin termiinikorkoihin (Wj(t), Wp(t), Wz(t)).

Tadm& tuo korrelaation valuuttakurssien ja Kkorkojen
v&lills mukaan analyysiin. Lisdksi valuuttakurssin
dynamiikkaan annetaan vaikuttaa yhden riippumattoman
satunnaisshokin, (Wyg(t)).T&méd tekijd ottaa huomioon

muut kuin korkovaikutukset valuuttakursseihin.
5.5. Option hinnoittelu

Arbitraasivoittojen poissulkeminen ympdristdssd, jossa
otetaan huomioon korkojen stokastisuuden lis&ksi korkojen
aikarakenne, on vaativampi tehtdvd kuin edellisisséd
malleissa. Aminin ja Jarrowin analyysi l&htee liikkeelle
oletuksesta, ettd alkuperdinen termiinikorkokdyrad on
annettu. Kdyrd liikkuu satunnaisesti ja ajassa jatkuvana
riippumattomien Brownin liikkeiden vaikutuksesta.

Arbitraasi-voittojen poissulkeminen implikoi rajoituksia

7Amin ja Jarrow (1989) toteavat, ettd heidan
mallinsa on helpolla yleistettdvissd useamman korkotekijén
tapaukselle.
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termiinikorkoprosessin drift-tekijéihin. Menetelmd takaa,
ettd korkoprosessi ei johda negatiiviisiin korkoihin ja
poistaa siten varsin yleisen puutteen korkorakenne-
malleissa. Korkorakenne ei voi muuttua niin, ettd se
mahdollistaisi korko-instrumenttien vdlistd arbitraasia.
Se, ettd oletetaan alkutilanteessa korkorakenne
eksogeeniseksi, merkitsee, ettd johdannaisvaateen
hinnoittelu on itsess#d&n riippumaton preferenssi-
struktuurista ja riskin markkinahinnoista.

Ldhestymistapaa, jossa ldhttkohtakorkorakenne on annettu,
Heath, Jarrow ja Morton nimittavdt uudeksi metodologiaksi
verrattuna aikaisempaan korkojen aikarakenteen
standardil&hestymistapaan, jossa korkorakenne mddridytyy
alusta alkaen mallin sis&ll4.8 (Vrt Cox, Ingersoll ja
Ross, 1985).

Kun arbitraasivoittojen mahdollisuus on poissuljettu,
eurooppalaisen osto-option hinta saadaan nyt ratkaistua

seuraavasti:

(5.5) c = S(t)Pg(t,T)N(4;) - XPg(t,T)N(dy)
2
jossa a; = ln (SP¢/XPgy) + 02/2
c
dy =d; -0
ja
4 T
o =L I [agi(Vv,T)+8g1i(V)-agi(v,t)]l2dv
i=1 -0
afi = ulkomaisen termiinikoron volatiliteetti
631 = valuuttakurssin volatiliteetti
agi = kotimaisen termiinikoron volatiliteetti

8 Heath, Jarrow ja Mortonin malli on yleistys Hon
ja Leen (1986) mallille, jossa oletetaan kaikkia
velkakirjojen hintoja ohjaavan saman binomiaaliprosessin,
jolloin eri maturiteettien wvelkakirjojen tuotot ovat
tdydellisesti korreloituneita. Lisdksi HL:n malli sis3lté&aa
vield mahdollisuuden negatiivisiin korkoihin.
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Yht&l6n (5.5) mukaan eurooppalaisen valuuttaoption hinta
riippuu koti- ja ulkomaisen velkakirjan hinnasta,
valuuttakurssista ja option toteutushinnasta sekd option
volatiliteetista, joka ei riipu pelk&stdén
valuuttakurssin volatiliteetista vaan my6s kotimaisten
ja ulkomaisten termiinikorkojen volatiliteetista, johon
sisdltyy sekd erillinen ettd yhteinen osa.

Jos option hinta ilmaistaan valuutan termiinikurssin
avulla?, n#hddsn, ettd yhtildssd (5.5) volatiliteetti

(o) on parametrisoitu versio Grabben yhtdlén (4.4)
volatiliteetista. Suurin etu Grabben malliin on, ettéa
tdssd otetaan eksplisiittisesti huomioon koko
korkorakenteen dynamiikka sekd koti- ettd ulkomaisella
puolella. Aminin ja Jarrowin mukaan epd@varmuuden
eritteleminen eri osatekijoéihin heid&n mallin mukaisella
tavalla saattaa poistaa joidenkin mallien kohdalla
esiintyneen taipumuksen alihinnoitteluun markkinahintoihin

verrattuna.

6. YHTEENVETO

Valuuttaoption hinnan mddrittelevd yksinkertainen
perusmalli (Garman-Kohlhagen) pohjautuu oletukselle,
ettd sekd koti- ettd ulkomainen korko ovat vakioita.
Option hintaan vaikuttaa siten vain yksi stokastinen
muuttuja, valuuttakurssi. Tédssd ympdrist&ssd option
hinta saadaan ratkaistua soveltamalla Black-Scholes
hinnoitteluyht&ldd johdettuna osinkoa tuottavalle
vaateelle. Option hinnan taustalla oleva volatiliteetti

on pelkdstddn valuuttakurssin muutoksesta aiheutuvaa.

Empiiriset tulokset, joita on saatu kdytt&m&lld oletusta
vakioisista koroista, eivédt ole olleet kovinkaan lupaavia.
Yhteinen piirre ndille tuloksille on ollut se, ettd
malleilla simuloidut hinnat pyrkivdt alihinnoittelemaan

9 Option hinta voidaan mddritelld termiinikurssin
avulla kuten edelld. Hinta saadaan, kun sijoitetaan
yht&lédn (5.5) F(t,T)= S(t)Pg(t,T)/Pg(t,T)
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optiot markkinahintoihin verrattuna.

Empiirist3 evidenssia Black-Scholes modifikaation
tuottamasta harhasta valuuttaoptioiden hintoihin ovat
esittidneet mm. Goodman, Ross ja Schmidt (1985), Shastri
ja Tandon (1986) sek& Bodurtha ja Courtadon (1987).

Grabben sovellus tuo valuuttaoptioiden analyysiin mukaan
korkojen epidvarmuuden olettamalla koti- ja ulkomaisten
velkakirjojen hintaprosessin noudattavan stokastista
Brownin liikkettd valuuttakurssin ohella. Grabbe olettaa,
ettd velkakirjan kurssit ovat ei-negatiivisia ja ovat

arvossa yksi maturiteetti-hetkelli.

Kun option hinta ratkaistaan, saadaan tulokseksi, ettd
option hinnan volatiliteettiin vaikuttavat koti- ja
ulkomaisten korkojen varianssit ja niiden v&liset
kovarianssitermit valuuttakurssin varianssin ohella.
Ratkaisu on sama kuin Black ja Sholes -mallissa, kun
korkojen asemesta kdytetddn velkakirjan kursseja ja spot-
valuuttakurssista laskettu varianssi korvataan
termiinikurssin varianssilla, johon implisiittisesti
sisdltyvdt edelld mainitut kovarianssit.

Grabben ldhestymistavasta johdettua empiiristd mallia

on testattu huomattavasti vdhemm&n kuin Garman - Kohlhagen
mallia. Adams ja Wyatt (1987) testaavat té&mén tyyppistd
mallia kdyttém#élld Grabben mallin implikoimaa
termiinikurssin volatiliteettia. Tulokset ovat
harhattomampia kuin k&ayttédmdlld spot-kurssista laskettua
volatiliteettia.

Grabben malli ei kuitenkaan vield sisdlld koti- ja
ulkomaisten korkojen aikarakenteen huomioon ottamista
eikd mallissa ole spesifioitu todellista rajoitusta
kurssin pd&dtymisestd arvoonsa yksi erdpdivdnd. Amin ja
Jarrow osoittavat, ettd korkojen ja valuuttakurssin
vdliset relaatiot vaikuttavat korkorakenteen kautta
option hinnan volatiliteettiin. Siten, kun Grabben

mallissa kovarianssitermit perustuivat ainoastaan tietyn
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hetken riippuvuuksiin, Aminin ja Jarrowin mallissa koko
korkorakenne vaikuttaa kovarianssitermeihin. Amin-Jarrow
mallissa tarvitaan kuitenkin v&hint#&&8n neljéd-dimensioinen
stokastinen prosessi kuvaamaan hintojen ja valuuttakurssin

dynamiikkaa.

Kaytdnnon sovellutusten kannalta Aminin ja Jarrowin
selvidsti realistisempi malli el vdltté&mdtta ole kuitenkaan
kayttokelpoisempi, silld mallin edellytt@mien parametrien
estimointi on mutkikasta. Usean parametrin estimointi

tuo myds l1lisdd epdtarkkuutta hinnoitteluun

estimointivirheiden kautta.

Kaytdnndssa optiohinnoittelumallien tdrkeimpid
kdyttotarkoituksia on, ettd likvidien markkinoiden
optionoteerauksista lasketaan mallin avulla implisiittiset
arvot mallin parametreille.lo Tamdn jdlkeen n&aita
implisiittisid arvoja voi k&dyttdd laskettaessa mallin
avulla hintoja muille optioille. N&in taataan
konsistentti hinnoittelu eri optioille.

On kuitenkin huomattava, ettd myds parametrien
implisiittinen estimointi tuottaa vaikeuksia useamman
parametrin tapauksessa. Haettaessa mahdollisimman oikeata
parametriyhdistelmdd syntyy vdistamétta

estimointivirheita.

10r8hdets4n havaitusta option hinnasta ja haetaan
parametreille sellaiset arvot, ettd malli antaa havaitun
arvon optiolle.
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LIITE

Valuuttaoptioiden hinnoittelumalleissa kdytetyt symbolit:

t =nykyinen aika

T =option toteutusaika

T =T-t, option jdljelld oleva voimassaoloaika

S(t) =valuutan spot-kurssi (kotimaan rahassa
ilmaistuna)

F(t,T) =valuutan termiinikurssi option erdpdivand

X =option toteutushinta

C =eurooppalaisen valuuttaoption ostohinta

B =valuuttakurssin odotettu tuotto

(] =valuuttaoption hintaan wvaikuttava
volatiliteetti

rg(t) =kotimainen hetkellinen riskitdn korko

re(t) =vastaava ulkomainen riskitdn korko

£f (t,T) =Kotimainen termiinikorko hetkelld t

d kohdistuen hetkelld T tapahtuvaan
lainaukseen

ff(t,T) =Vastaava ulkomainen termiinikorko

Pd(t,T) =hetken t hinta kotimaiselle

joukkovelkakirjalle, josta maksetaan yksi
yksikké kotimaan rahassa hetkelld T

Pe(t,T) = Vastaava valuuttamdadrdinen hinta
ulkomaiselle velkakirjalle

B (t) = kotimaisen rahamarkkinainstrumentin
d hinta hetkelld ¢
B (t) = vastaavan ulkomaisen instrumentin hinta
f
W(t) = Wi(t),Wa(t),W3(t),Wye(t) neljé-dimensioinen

standardoitu Brownin liike
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